МУНИЦИПАЛЬНЫЙ ЭТАП

ВСЕРОССИЙСКОЙ ОЛИМПИАДЫ ШКОЛЬНИКОВ
Проверка и оценивание олимпиадных работ

Наилучшим образом зарекомендовала себя на математических олимпиадах 7-балльная шкала. Каждая задача оценивается целым числом баллов от 0 до 7. Итог подводится по сумме баллов, набранных Участником.

Основные принципы оценивания приведены в таблице.

	Баллы 
	Правильность (ошибочность) решения

	7 
	Полное верное решение.

	6-7 
	Верное решение. Имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6 
	Решение в целом верное. Однако оно содержит ряд ошибок, либо не рассмотрение отдельных случаев, но может стать правильным после небольших исправлений или дополнений.

	4 
	Верно рассмотрен один из двух (более сложный) существенных случаев.

	2-3 
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	1 
	Рассмотрены отдельные важные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0 
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0 
	Решение отсутствует.


Следует проинформировать жюри о том, что:

а) любое правильное решение оценивается в 7 баллов. Недопустимо снятие баллов за то, что решение слишком длинное, или за то, что решение школьника отличается от приведенного в методических разработках или от других решений, известных жюри; при проверке работы важно вникнуть в логику рассуждений участника, оценивается степень ее правильности и полноты;

б) олимпиадная работа не является контрольной работой участника, поэтому любые исправления в работе, в том числе зачеркивание ранее написанного текста, не являются основанием для снятия баллов; недопустимо снятие баллов в работе за неаккуратность записи решений при ее выполнении;

в) баллы не выставляются «за старание Участника», в том числе за запись в работе большого по объему текста, но не содержащего продвижений в решении задачи;

г) победителями олимпиады в одной параллели могут стать несколько участников, набравшие наибольшее количество баллов, поэтому не следует в обязательном порядке «разводить по местам» лучших участников олимпиады.
Время выполнения олимпиадных заданий – 3-4 астрономических часа.
ЗАДАНИЯ МУНИЦИПАЛЬНОГО ЭТАПА
ВСЕРОССИЙСКОЙ ОЛИМПИАДЫ ШКОЛЬНИКОВ
7 класс
7.1. Восстановить цифры, которые заменены звёздочками, в записи деления  2* * 1 : 13 = *2*.

7.2. В школе прошли три олимпиады. Оказалось, что в каждой из них участвовало по 50 человек. Причем, 60 человек приходило, только на одну олимпиаду, а 30 человек - ровно на две. Сколько человек приняло участие во всех трех олимпиадах? 

7.3. Поставить вместо звёздочек такие цифры, чтобы число 32*35717* делилось на 72.

7.4. Разрежьте изображенную заштрихованную фигуру (по границам клеток) на три равные (одинаковые по форме и величине) части.  

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


7.5. Вася, Коля, Петя и Степа – ученики 4, 5, 6 и 7 классов, пошли по грибы  Шестиклассник не нашел ни одного белого гриба, а Петя и ученик 4 класса  нашли 8 штук.  Вася и пятиклассник нашли много подосиновиков. И позвали Николая. Семиклассник, шестиклассник и Коля смеялись над Стёпой, сорвавшим мухомор.  Кто в каком классе учится?
8 класс
8.1. Вдоль забора растут 8 кустов малины. Число ягод на соседних кустах отличается на 1. Может ли на всех кустах вместе быть 225 ягод?

8.2. На доске было написано натуральное число N. Маша подсчитала произведение его цифр и получила число М. Потом, Маша подсчитала произведение цифр числа М и получила  1001. Докажите, что Маша ошиблась.

8.3. Точки Е и F – соответственно середины сторон ВС и CD квадрата ABCD. Отрезки AE и BF пересекаются в точке К. Что больше: площадь треугольника AKF или площадь четырехугольника KECF?

8.4. Найдите наименьшее натуральное число, произведение цифр которого равно 1080.

8.5. В левом нижнем углу доски 7 х 7 стоит фишка. Два игрока по очереди передвигают фишку на одну из соседних по стороне клеток. Проигрывает тот игрок, после хода которого фишка попадает в клетку, в которой она уже побывала. Кто выигрывает при правильной игре?

9 класс
9.1. Пусть S(N) – сумма цифр натурального числа N. Найдите все N, для которых 
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9.2. Решите в целых числах систему уравнений:
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9.3. Какое из чисел больше: 21997 или 5850?

9.4. Квадратный трехчлен 
[image: image3.wmf]c

bx

ax

+

+

2

 имеет корни. Верно ли, что трехчлен 
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 также имеет корни?

9.5. В левом нижнем углу доски 7 х 7 стоит фишка. Два игрока по очереди передвигают фишку на одну из соседних по стороне клеток. Проигрывает тот игрок, после хода которого фишка попадает в клетку, в которой она уже побывала. Кто выигрывает при правильной игре?
10 класс
10.1. Может ли вершина параболы [image: image6.png]y=4x*—4(a+1)x +a



 лежать во второй координатной четверти при каком-нибудь значении  [image: image8.png]



10.2. Вычислите сумму 12 – 22 + 32 – 42 +…+(-1)n+1n2.
10.3. Окружность с центром на основании ВС равнобедренного треугольника АВС касается сторон АВ и АС, на которых взяты точки Р и К так, что отрезок РК касается окружности. Доказать, что 4ВР·СК=ВС2.
10.4. После того, как Левша подковал блоху, блоха совершает каждый следующий прыжок вдвое короче предыдущего: если первый прыжок был длиной в аршин, то второй - в пол-аршина, третий - в четверть аршина и т. д. Сможет ли блоха побывать в какой-нибудь точке плоскости дважды? 

10.5. На острове рыцарей и лжецов (лжецы всегда лгут, рыцари всегда говорят правду) каждый болеет ровно за одну футбольную команду. В опросе приняли участие все жители острова. На вопрос "Болеете ли Вы за "Спартак"?" ответили "Да" 40% жителей. На аналогичный вопрос про "Зенит" утвердительно ответили 30%, про "Локомотив" — 50%, а про ЦСКА — 0%. Какой процент жителей острова действительно болеет за "Спартак"?
11 класс
11.1. Постройте график функции   y = 
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11.2. 72 последовательных натуральных числа разбили произвольным образом на 18 групп по 4 числа, в каждой группе посчитали произведение чисел, у каждого из 18 полученных произведений посчитали сумму цифр. Могут ли все полученные суммы цифр быть равными?

11.3. Даны два квадратных трехчлена, имеющие корни. Известно, что если в них поменять местами коэффициенты при х2, то получатся трехчлены, не имеющие корней. Докажите, что если в исходных трехчленах поменять местами коэффициенты при х, то получатся трехчлены, имеющие корни.

11.4. К некоторому натуральному числу справа последовательно приписали два двузначных числа. Полученное число оказалось равным кубу суммы трех исходных чисел. Найдите все возможные тройки исходных чисел.

11.5. Сторона ромба равна 10 см, диагональ — 16 см. К окружности, вписанной в ромб, проведена касательная, параллельная его меньшей диагонали. Найдите длину отрезка касательной, заключенной между сторонами ромба.
Ответы и решения

7 класс
7.1. Восстановить цифры, которые заменены звёздочками, в записи деления  2* * 1 : 13 = *2*.

Ответ: 2951 : 13= 227.
7.2. В школе прошли три олимпиады. Оказалось, что в каждой из них участвовало по 50 человек. Причем, 60 человек приходило только на одну олимпиаду, а 30 человек - ровно на две. Сколько человек приняло участие во всех трех олимпиадах? 

Решение. Пусть х человек приняло участие во всех трех олимпиадах. Подсчитаем, сколько раз ученики заполняли титульные листы своих работ. Те, кто приходили один раз, делали это 60 раз; те, кто приходили дважды - также 60 раз (2∙30 = 60); те, кто приходили трижды - 3х раз. Так как всего работ было 3∙50 = 150, то составляем и решаем уравнение: 60 + 60 + 3x = 150; x = 10. 
Ответ: 10.

7.3. Поставить вместо звёздочек такие цифры, чтобы число 32*35717* делилось на 72.

Решение. Чтобы число делилось на 72, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 8 и на 9. Чтобы число делилось на 8, необходимо и достаточно, чтобы на 8 делилось число, составленное из трех последних его цифр в том же порядке. Для числа 17* это 176, то есть последняя цифра 6. Для делимости на 9 необходимо и достаточно, чтобы сума цифр числа делилась на 9. Вместо оставшейся звездочки может стоять только 2. 
Ответ: 322357176.

7.4. Разрежьте изображенную заштрихованную фигуру (по границам клеток) на три равные (одинаковые по форме и величине) части. 
 Решение.
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


7.5. Вася, Коля, Петя и Степа – ученики 4, 5, 6 и 7 классов, пошли по грибы  Шестиклассник не нашел ни одного белого гриба, а Петя и ученик 4 класса  нашли 8 штук.  Вася и пятиклассник нашли много подосиновиков. И позвали Николая. Семиклассник, шестиклассник и Коля смеялись над Стёпой, сорвавшим мухомор.  Кто в каком классе учится? 
Решение. Составим таблицу.

	
	4
	5
	6
	7

	Вася
	-
	-
	+
	 -

	Коля
	+
	-
	-
	-

	Петя
	-
	-
	-
	+

	Стёпа
	-
	+
	-
	-


1. Шестиклассник не нашел ни одного белого гриба, Петя и ученик 4 класса – 8 штук. Значит, Петя не в 4 и не в 6 классах.

2. Вася и пятиклассник нашли подосиновики и позвали Колю. Вася и Коля не пятиклассники.

3. Семиклассник, шестиклассник и Коля смеялись над Стёпой, сорвавшим мухомор. Коля и Стёпа не шестиклассники и не семиклассники.

4. Коля учится в 4 классе, а остальные не учатся в нем. Степа  - в 5 классе, тогда Петя в 7 классе, а Вася в 6 классе.
8 класс
8.1. Вдоль забора растут 8 кустов малины. Число ягод на соседних кустах отличается на 1. Может ли на всех кустах вместе быть 225 ягод?

Решение. Число ягод на двух соседних кустах отличается на 1, поэтому на двух соседних кустах вместе нечетное число ягод. Тогда количество ягод на восьми кустах равно сумме четырех нечетных чисел, т. е. числу четному. Значит, на всех кустах вместе не может быть 225 ягод.
Ответ: не может.
8.2. На доске было написано натуральное число N. Маша подсчитала произведение его цифр и получила число М. Потом Маша подсчитала произведение цифр числа М и получила  1001. Докажите, что Маша ошиблась.

Доказательство. Пусть а, b, c, …, f – цифры числа М. Тогда 
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. А цифр 11 и 13 не бывает. То есть Маша ошиблась.
8.3. Точки Е и F – соответственно середины сторон ВС и CD квадрата ABCD. Отрезки AE и BF пересекаются в точке К. Что больше: площадь треугольника AKF или площадь четырехугольника KECF?

[image: image147.emf] 
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Решение. Пусть 4S – площадь квадрата ABCD. Тогда площадь каждого из треугольников АВЕ, ADF, BCF равна S, поэтому площадь треугольника ABF равна 2S. Но треугольник АКВ – часть треугольника АВЕ, поэтому его площадь меньше S. А это означает, что площадь треугольника AKF больше S, так как его площадь в сумме с площадью треугольника АКВ составляет 2S. С другой стороны, площадь четырехугольника KECF меньше S, так как он составляет часть треугольника BCF.
Ответ: площадь треугольника больше.
8.4. Найдите наименьшее натуральное число, произведение цифр которого равно 1080.

Решение. Заметим, что в наименьшем числе не должна встречаться цифра 1, так как ее можно просто вычеркнуть – число уменьшится, а произведение цифр не изменится. Так как 
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, а на 5 делится только цифра 5, то в искомом числе обязательно будет цифра 5. Из того, что 
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, следует, что в искомом числе, кроме 5, будут еще, по крайней мере, три цифры. Предположим, что искомое число – четырехзначное. Чем меньше первая цифра, тем меньше число. Но если первая цифра 2, то из того, что 
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, следует, что в искомом числе, кроме цифр 5 и 2, будут еще, по крайней мере, три цифры, то есть число будет, по крайней мере, пятизначным. Если первая цифра 3, то единственным вариантом оставшихся двух цифр будут цифры 8 и 9. Но тогда наименьшим числом будет 3589.
Ответ: 3589
8.5. В левом нижнем углу доски 7 х 7 стоит фишка. Два игрока по очереди передвигают фишку на одну из соседних по стороне клеток. Проигрывает тот игрок, после хода которого фишка попадает в клетку, в которой она уже побывала. Кто выигрывает при правильной игре?

Решение. Опишем выигрышную стратегию второго игрока. Разобьем все клетки доски (кроме начальной) на пары, как показано на рисунке. На каждый ход первого в одну из клеток некоторой пары второй ходит в другую клетку той же пары. Таким образом, у второго игрока всегда есть ответный ход. Значит, второй игрок выигрывает.
Ответ: выигрывает второй игрок.
9 класс
9.1. Пусть S(N) – сумма цифр натурального числа N. Найдите все N, для которых 
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Решение. Очевидно, искомое N – четырехзначное число 
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Ответ: 1976.
9.2. Решите в целых числах систему уравнений:
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Решение. Вычтя из второго уравнения системы первое, получим 
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. Так как х, у, z – целые числа, то возможны два случая:

1) 
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Ответ: 
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9.3. Какое из чисел больше: 21997 или 5850?

Решение. Из неравенства 
[image: image49.wmf]3

7

5

125

128

2

=

>

=

 следует, что 
[image: image50.wmf](

)

(

)

850

855

285

3

2

285

7

1997

5

5

5

2

2

2

>

=

>

×

=

.
Ответ: 
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9.4. Квадратный трехчлен 
[image: image52.wmf]c
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 имеет корни. Верно ли, что трехчлен 
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 также имеет корни?

Решение. Так как 
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 имеет корни.
Ответ: верно.
9.5. В левом нижнем углу доски 7 х 7 стоит фишка. Два игрока по очереди передвигают фишку на одну из соседних по стороне клеток. Проигрывает тот игрок, после хода которого фишка попадает в клетку, в которой она уже побывала. Кто выигрывает при правильной игре?

Решение. Опишем выигрышную стратегию второго игрока. Разобьем все клетки доски (кроме начальной) на пары, как показано на рисунке. На каждый ход первого в одну из клеток некоторой пары второй ходит в другую клетку той же пары. Таким образом, у второго игрока всегда есть ответный ход. Значит, второй игрок выигрывает.
Ответ: выигрывает второй игрок.
10 класс
10.1. Может ли вершина параболы [image: image67.png]y=4x*—4(a+1)x +a



 лежать во второй координатной четверти при каком-нибудь значении  [image: image69.png]



Решение. Координаты вершины параболы [image: image71.png]=y = 4(‘”)1—4(a+1)‘13+a:—a’ —a-1 :—(ﬂ)z -3
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. Так как у0<0 при любых значениях а, то во второй координатной четверти вершина параболы находиться не может.
Ответ: нет.

10.2. Вычислите сумму 12 – 22 + 32 – 42 +…+(-1)n+1n2.

Решение. 
а) Если  n – четное, то есть n = 2m. Тогда сумма примет вид:                                                                                  12 – 22 + 32 – 42 +…- (2m)2= (1 – 2)(1 + 2)+…(2m-1 – 2m)(2m – 1 + 2m)=- (1 + 2+ 3 + 4+…+2m-1 + 2m)= 
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б) Если  n – нечетное, то есть n = 2m+1. Тогда сумма примет вид:                                                                                  12 – 22 + 32 – 42 +…+ (2m-1)2- (2m)2+ (2m + 1)2= (1 – 2)(1 + 2)+…(2m-1 – 2m)(2m – 1 + 2m)+ (2m + 1)2=- (1 + 2+ 3 + 4+…+2m-1 + 2m) + (2m + 1)2=
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Таким образом, 12 – 22 + 32 – 42 +…+(-1)n+1n2=
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Ответ: 
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10.3. Окружность с центром на основании ВС равнобедренного треугольника АВС касается сторон АВ и АС, на которых взяты точки Р и К так, что отрезок РК касается окружности. Доказать, что 4ВР·СК=ВС2.

Решение.

 Пусть О – центр окружности. Рассмотрим углы 
[image: image77.wmf]b
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Углы РВО и КСО равны по свойству равнобедренного треугольника.
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 , так как  окружность касается сторон  АВ и АС треугольника, отрезка РК, то есть РО, КО – биссектрисы углов ВРК и РКС.

 В четырехугольнике ВРКС сумма внутренних углов равна 3600=2(α+β+φ), φ=1800-α-β. Для треугольников ВРО, РКО и ОКС запишем равенство сумм внутренних углов 1800. Тогда получаем: 
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b

j

=

Ð

=

Ð

=

Ð

КОС

ВОР

РОК

,

,

.

Следовательно, ∆ВРО~∆СОК, поэтому
[image: image80.wmf]КС
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[image: image81.wmf], ВР∙КС=ВО∙ОС, но ВО=ОС=0,5ВС, тогда ВР∙КС=0,25ВС2, 4ВР∙КС= ВС2, что и требовалось доказать.
10.4. После того, как Левша подковал блоху, блоха совершает каждый следующий прыжок вдвое короче предыдущего: если первый прыжок был длиной в аршин, то второй - в пол-аршина, третий - в четверть аршина и т. д. Сможет ли блоха побывать в какой-нибудь точке плоскости дважды?
Решение. Пусть блоха попала в какую-то точку. Рассмотрим дальнейшие ее прыжки. Их длины составляют геометрическую прогрессию со знаменателем 0,5. Рассмотрим сумму этой прогрессии. Используя формулу Sn = b1(qn-1)/(q-1), получим: Sn = b1(2-(1/2n-1)) = 2b1-(b1/2n-1). Sn-b1 = b1 - (b1/2n-1) < b1, то есть длина первого прыжка больше суммы всех остальных. Ломаная, у которой длина одного звена больше суммы длин остальных звеньев, не может быть замкнутой, следовательно, вернуться в исходную точку блоха не сможет. 
Ответ: нет.
10.5. На острове рыцарей и лжецов (лжецы всегда лгут, рыцари всегда говорят правду) каждый болеет ровно за одну футбольную команду. В опросе приняли участие все жители острова. На вопрос "Болеете ли Вы за "Спартак"?" ответили "Да" 40% жителей. На аналогичный вопрос про "Зенит" утвердительно ответили 30%, про "Локомотив" — 50%, а про ЦСКА — 0%. Какой процент жителей острова действительно болеет за "Спартак"?
Решение. Пусть x% жителей острова составляют лжецы. Тогда (100-x)% составляют рыцари. Так как каждый рыцарь утвердительно ответил ровно на один из вопросов, а каждый лжец — на три, то (100-x)+3x=40+30+50, откуда x=10. Так как ни один из жителей острова не сказал, что болеет за ЦСКА, то все лжецы болеют за ЦСКА. Каждый из них заявил, что болеет за "Спартак", поэтому действительно болеют за "Спартак" 40%-10%=30% жителей.
Ответ: 30% .

11 класс
11.1. Постройте график функции   y = 
[image: image82.wmf]x
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[image: image83]
11.2. 72 последовательных натуральных числа разбили произвольным образом на 18 групп по 4 числа, в каждой группе посчитали произведение чисел, у каждого из 18 полученных произведений посчитали сумму цифр. Могут ли все полученные суммы цифр быть равными?

Решение. Предположим, что это возможно, и числа указанным образом разбиты на 18 четверок. Хотя бы в одной из четверок присутствует число, делящееся на 9, поэтому сумма цифр хотя бы одного произведения (а значит, и всех произведений) делится на 9. Поэтому произведение чисел в любой четверке делится на 9. Тогда в каждой четверке либо найдется число, делящееся на 9 (четверки 1-го типа), либо найдутся два числа, делящиеся на 3, но не делящиеся на 9 (четверки 2-го типа). Среди 72 последовательных натуральных чисел – ровно 8 чисел, делящихся на 9, и ровно 16 чисел, делящихся на 3, но не делящихся на 9. Следовательно, имеется не более 8 четверок 1-го типа и не более 8 четверок 2-го типа; однако всего четверок 
[image: image84.wmf]8
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Ответ: не могут.
11.3. Даны два квадратных трехчлена, имеющие корни. Известно, что если в них поменять местами коэффициенты при х2, то получатся трехчлены, не имеющие корней. Докажите, что если в исходных трехчленах поменять местами коэффициенты при х, то получатся трехчлены, имеющие корни.

Решение. Пусть исходные трехчлены имеют вид 
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. Так как после перестановки 
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 полученные трехчлены не имеют корней, то их дискриминанты отрицательны, т. е. 
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. Левые, (а значит, и правые) части этих неравенств неотрицательны, поэтому их можно перемножить, получая 
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 отличны от нуля и имеют одинаковый знак. С другой стороны, исходные трехчлены имеют корни, т. е. 
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. Если оба числа в правых частях положительны, то получаем 
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, что противоречит полученному выше. Значит, 
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. Это и означает, что трехчлены 
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 имеют корни.
11.4. К некоторому натуральному числу справа последовательно приписали два двузначных числа. Полученное число оказалось равным кубу суммы трех исходных чисел. Найдите все возможные тройки исходных чисел.

Решение. Обозначим через а первое натуральное число, а через b и с записанные за ним двузначные числа. Пусть х – их сумма: 
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. Согласно условию, числа а, b, с и х удовлетворяют уравнению 
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, т. е. уравнение не имеет решений. Следовательно, х – двузначное число, а – либо однозначное, либо двузначное число, а 
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 какое-то делится нацело на 9 и какое-то на 11. Для х, удовлетворяющего условиям 
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Ответ:   9, 11, 25.
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